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Es seien A, (n =0,1,2,..) reellwertige Zahlen mit 0 = A, < A\, <
Ay < 0 << A, — o0 (n — o0). Eine komplexwertige Reihe ¥ a, heilit durch
das verallgemeinerte Abelverfahren (4, A,) summierbar zum Werte ¢
(siehe z.B. [1, $.71)), falls

A(s) = Y ae ™

n=Q

fiir alle s > 0 konvergiert mit lim,_ ., A(s) == c.
Im Falle A, = n erhdlt man das bekannte Abelverfahren A. Beziiglich der
Konvergenzfaktoren von A wurde in [4, S. 255] folgender Satz bewiesen:

Satz 1. Haben die komplexwertigen Zahlen k, (n =0,1,2,...) die
FEigenschaft, daB ¥ k,a, konvergent ist fiir alle A-summierbaren Reihen y «a, ,
dann gilt

|k, = < R n=0,1,2,.)

mit Konstanten 0 <. R << oc und 0 < r << 1.

In [5] wurden entsprechende Ergebnisse fiir die Konvergenzfaktoren von
verallgemeinerten Potenzreihenverfahren hergeleitet.

Der Beweis von Satz | in [4] benutzt als wesentliches Hilfsmittel funktional-
analytische Methoden zur expliziten Darstellung linearer, stetiger Abbil-
dungen von FK-Rdumen.

In dieser Arbeit wollen wir zeigen, dal3 aus Ergebnissen der Verfasser iiber
die asymptotische Approximation stetiger Funktionen durch Dirichletsche
Reihen sehr einfach wesentliche Verschirfungen von Satz | gewonnen
werden konnen, wobei wir mit dieser Beweismethode auch die Konvergenz-
faktoren der (A4, A,)-Summierbarkeit beziiglich einer beliebig vorgegebenen
Konvergenzgeschwindigkeit von A(s) fur s — --0 erhalten. Wir beweisen
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SATZ 2. EsseiQ = Ay <Ay <Ay < v <A, —> 0 (n— o0)mit Apyy —
Ao =g >0 und ¥,_, (1/A,) = 0. Ferner sei h eine beliebige auf (0, o)
positive und stetige Funktion.

Haben die komplexwertigen Zahlen k, (n = 0,1, 2,...) die Eigenschaft,
daf die Folge (k,a,) beschrink: ist fiir alle Reihen S a,, mit

A) = 3 ane ™ — OGh(s) (s > +0),

dann gilt
lko| <R (n=0,1,2,.) ¢))

mit Konstanten 0 < R < o o<<r<l.
Aus Satz 2 erhalten wir im Falle A(s) = O(1) (s — +0) folgendes

KOROLLAR. Es sei 0 = Ay <A <Ay <" <Ay — 00 (n— o0) mit
)\n+1 - An =4 > 0 undz:=l (I/An) = 0.

Ist die Folge (k,a,) fiir alle (A, A,)-summierbaren Reihen Y a, beschrinkt,
dann gilt

Lk, < R™ (n=0,1,2,..)

mit Konstanten 0 < R << o und 0 <r < 1.

Dieses Korollar ergibt also speziell im Falle A, = n bereits eine Ver-
schiarfung von Satz 1.

Mit der in dieser Arbeit benutzten Beweismethode 1aBt sich ferner die
Frage untersuchen, wie stark die Reihenglieder derjenigen Reihen wachsen
konnen, die durch folgende Limitierungsverfahren summiert werden.

Ist K eine fiir s > 0 gegebene komplexwertige Funktion, so nennen wir
eine Reihe ) a, in Verallgemeinerung des Abelverfahrens K-summierbar
zum Werte c, falls

sl

o(s) = Y a,K(sn)
n=1
fiir alle s > O konvergiert mit lim,_ ., o(s) = c.
Speziell fiir Funktionen K, die durch Potenzreihen dargestellt werden,
beweisen wir

SATZ 3. Es sei K(s) = Y51 cxe—*% mit ¢, # O konvergent fiir s > 0, und
es sei h eine auf (0, o) positive, stetige Funktion. Ferner seien w, (n = 1, 2,...)
positive Zahlen mit

fm wiin < 1. 2)

n-r
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Dann gibt es eine Reihe Y a, mit

I3

O(S) = Z (Jnkr(b'l?) s 0(11(3)) (S - 7r0)

=1

und

Satz 3 zeigt also, dal es fiir Reihen, die mit beliebiger Konvergenz-
geschwindigkeit K-summierbar sind, keine eigentliche Wachstumsbeschran-
kung gibt, sondern daB eine Einschrinkung der GroBenordnung zulédssiger a,,
lediglich durch die Bedingung Tim,_. | a, |*/* <. 1 wegen der Konvergenz
von Y, K(sn) gegeben ist.

Zum Beweis von Satz 2 und 3 benutzen wir als wesentliches Hilfsmittel

SaTZz 4. Essei0 = Ay < A < Ay < -* << A, —> 0 (n—> o0)mit Ay —
Ao =g >0und 3, 1/A, = 0. Dann gibt es zu jeder auf (0, ) stetigen
Funktion f, fiir die im,_ . f(s) existiert, und zu jeder auf (0, o) positiven,
stetigen Funktion h mit lim,_, h(s) > O eine fiir alle s > 0 absolut konvergente
Dirichletsche Reihe Y o a,e=* mit

’f(s) - i ae” | < h(s) (s > 0).

n=A_

Ist im,_, f(s) = 0, so kann hierbei ay = 0 gewdhlt werden.

Ein solcher Approximationssatz wurde fiir ganze Dirichletsche Reihen
in [3] und fiir Dirichletsche Reihen, die in einer Halbebene konvergieren, in
[2, S. 17] hergeleitet.

Beweis von Satz 2. Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2 die
Behauptung (1) nicht, dann kdnnen wir zu beliebigen Zahlen r, (0, 1)
(! = 1,2,...) mit r; — 1 (i — o0) natiirliche Zahlen »n; so bestimmen, dal}

ka1 2 ri 3)

i

fliri =1, 2,... ist.
Hierbei diirfen wir die n; als so schnell wachsend wihlen, daB gilt

Y )\—1 = o0. @

Tann(i=1,2,.,.) 7
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Wir setzen

—A .
d, = nr;™ (n=mn;,i=12.)

-0 (n#ngyi—1,2,.). )

Fiir diese Koeffizienten d, gilt daher Iim,,_., | 4, [*/* < 1. Die Reihe f(s) =
S o d,e~M konvergiert somit fiir s > 0. Wegen (4) existiert nach Satz 4
eine fiir s > 0 konvergente Dirichletsche Reihe B(s) = 3 1<n=n (i=1,2....) bn€™ "
mit

f(s) — B(s) = O(h(s)) (s — +0), (6)

so daB} wir fiir die Dirichletsche Reihe

AS) = )~ BO) — Y ae ™
nach (6) die Abschitzung A(s) = O(A(s)) (s — +0) erhalten. Aus (3), (5),
und (7) folgt jedoch

\Y

sup | knan ‘ - Sup | kniani ’ = Sup ‘ knidni ‘
n i i

= sup rind,, = sup m; = oo,
i

was der vorausgesetzten Beschrinktheit der Folge (k,a,) widerspricht.
Damit ist Satz 2 bewiesen.
Zum Beweis von Satz 3 benutzen wir die folgenden beiden Hilfssétze.

LemMA (a). Konvergieren die Potenzreihen Y, 1 byx" und Y 4 ¢ X" mit
¢, = 0 fiir | x| << 1, dann gilt fir die sich eindeutig aus der Beziehung

by =Y, Calnyy (1 =1,2,..) 8)
din
ergebenden Koeffizienten a, , daf die Potenzreihe Y, _, a,x" ebenfalls fiir
| x| < 1 konvergiert.

Beweis. Die a, ergeben sich nach (8) eindeutig aus den b, unc ¢, , wie
unmittelbar aus
aney = b, — Y cqlyq (n=1,2,.) (9)

d>1.d/n
wegen ¢; 7 0 durch Induktion nach » folgt.
Zum Beweis der Konvergenz von 3 a,x" fiur | x| < 1 bilden wir fiir
jedes r € (0, 1) die Werte

A, = la,'r" und M, = max A, (n=12,.)

I<isln
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Durch Multiplikation mit r1 erhalten wir aus (9)

! e | ndl o FRTINSS |
Apa ey sl byyy o Z i Ca dnoypya F
Ad=b,din

| byyg e M, Z [y prol-(islid

d<1,d/n-1

741
< ! bn—srl y I,.n+l "_ Mnrmll)'lz Z : ¢ f (IO)

i=1

Da rntD/2 3701 6| mit n —> oo gegen O strebt, wie leicht aus fim,..,
| e, M7 < 1 folgt, so ergibt sich aus (10)

Apaley! byl r™ 4+ M le

fiir hinreichend groBe » und somit bei Beachtung von M,; = max(A4,.,, M,)
hieraus die Abschitzung

Mo le <|bpylr+M,lel

Daher ist M,y — M, < b,y /] ¢; | "t fiir hinreichend grof3e n, woraus
die Beschrinktheit der M, und damit auch die Beschriinktheit der 4, =
la, | r* fiir alle re(0, 1) folgt, so daB die Reihe Y., a,x* fir | x| < 1
konvergiert. Damit ist Lemma (a) bewiesen.

Aus Satz 4 und Lemma (a) folgern wir

LemMA (b). Ist K(s) = Sqq cre™" mit ¢, 4 0 konvergent fir s > 0,
dann gibt es zu jeder auf (0, o0) stetigen Funktion f mit lim,_,, f(s) = 0 und
zu jeder auf (0, o) positiven, stetigen Funktion h mit lim_ .. h(s) > O eine fiir
s > 0 konvergente Reihe o(s) = Y n_, a,K(sn) mit

[ f(s) —o(s) < h(s) (s >0).

Beweis. Nach Satz 4 existiert unter obigen Voraussetzungen eine fiir
s > 0 konvergente Potenzreihe P(s) = 3.1 bye*" mit | f(s) — P(s)) < h(s)
(s > 0). Fir die Koeffizienten a, , die sich nach Lemma (a), (8) aus den b,
und ¢, ergeben, konvergiert Y. ; a,e—*" und somit auch die Reihe o(s) =
S, a,K(sn) fiir s > 0, woraus

o s s
G(S) == z a, Z (.kevsnk = Z Z Caqy 'riefgn i P(S)
n=1 k=1 n=1 d/n

fiir s > 0 folgt, so daB sich | f(s) — o(s)| << A(s) (s =>> 0) ergibt, womit
Lemma (b) bewiesen ist.



KONVERGENZFACTOREN 309
Beweis zu Satz 3. Wir setzen

d, =0 (n gerade)
= nw, (n ungerade).

Aus (2) folgt daher Iim,_, | d, |*/* << 1. Zu der fiir s > 0 konvergenten
Reihe f(s) = Xn.: d,K(sn) gibt es nach Lemma (b) eine fir s > 0 kon-
vergente Reihe g(s) = Yo, ¢.K(sn) mit

f(s/2) — g(s) = O(h(s/2)) (s — +0). (1)

Dabher erhalten wir fiir die Reihe

os) = f(s) — g(25) = z [d,K(sn) — g.K(s21)]

n

= Z a,K(sn)

n=1

nach (11) die Abschdtzung o(s) = O(h(s)) (s > +0). Da a, = d, = nw,
fiir ungerade # ist, so folgt lim,_, | a, |/w, = co. Damit ist Satz 3 bewiesen.
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