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Es seien An (n = 0, 1, 2, ...) reellwertige Zahlen mit °= Ao < Al <
A2 < ... < An -+ CfJ (n -+ CfJ). Eine kompIexwertige Reihe L an hei13t durch
das verallgemeinerte Abelverfahren (A, An) summierbar zum Werte c
(siehe z.E. [1, S.7I]), falls

"A(s) = L.
n=O

fur aile s > °konvergiert mit lim,~+o A(s) c= c.
1m Faile An = n erhiilt man das bekannte Abelverfahren A. Bezuglich der

Konvergenzfaktoren von A wurde in [4, S. 255] folgender Satz bewiesen:

SATZ 1. Haben die komple.nvertigen Zahlen k n (n = 0, 1,2, ...) die
Eigenschaft, dafJ L k,Pn konvergent istfilr aile A-summierbaren Reihen L an,
dann gilt

I k n Rr" (n~' 0, 1,2, ... )

mit Konstantcn ° R < x lfnd 0 r < I.

[n [5] wurden entsprechende Ergebnisse fUr die Konvergenzfaktoren von
verallgemeinerten Potenzreihenverfahren hergeleitet.

Der Beweis von Satz 1 in [4] benutzt als wesentliches Hilfsmittel funktional
analytische Methoden zur expliziten Darstellung linearer, stetiger Abbil
dungen von FK-Riiumen.

Jn dieser Arbeit wollen wir zeigen, daB aus Ergebnissen der Verfasser uber
die asymptotische Approximation stetiger Funktionen durch Dirichletsche
Reihen sehr einfach wesentliche Verscharfungen von Satz I gewonnen
werden konnen, wobei wir mit dieser Beweismethode auch die Konvergenz
faktoren der (A, A,J-Summierbarkeit bezilglich einer beliebig vorgegebenen
Konvergenzgeschwindigkeit von A(s) fUr s -+:0 erhalten. Wir beweisen
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SATZ 2. Es sei°= Ao < Al < A2 < ... < An ---+ 00 (n -* 00) mit An+! 
An ~ q > °und L~=1 (I jAn) = 00. Ferner sei heine beliebige auf (0, 00)

positive und stetige Funktion.
Haben die komplexwertigen Zahlen k n (n= 0, 1,2,...) die Eigenschaft,

daft die Foige (knan) beschriinkt ist fur aile Reihen L an mit

x

A(s) = Lane-sA n = O(h(s» (s ---+ +0),
n=O

dann gilt

[k n I ~ RrAn (n = 0, 1,2,...) (1)

mit Konstanten °~ R < ex.- :O~r<l.

Aus Satz 2 erhalten wir im FaIle h(s) = 0(1) (s ---+ +0) folgendes

KOROLLAR. Es sei °= Ao < Al < A2 < ... < An ---+ (Xl (n ---+ (Xl) mit
An+! - An ;? q > °und L:=1 (ljAn) = (Xl.

1st die Foige (knan) fur aile (A, An)-summierbaren Reihen Lan beschriinkt,
dann gilt

I k n [ ~ RrAn (n = 0, 1,2,...)

mit Konstanten °~ R < 00 und°~ r < I.

Dieses Korollar ergibt also speziell im Faile An = n bereits eine Ver
scharfung von Satz I.

Mit der in dieser Arbeit benutzten Beweismethode liiSt sich femer die
Frage untersuchen, wie stark die Reihenglieder derjenigen Reihen wachsen
k6nnen, die durch foIgende Limitierungsverfahren summiert werden.

1st K eine fUr s > °gegebene komplexwertige Funktion, so nennen wir
eine Reihe L an in Verallgemeinerung des Abelverfahrens K-summierbar
zum Werte c, falls

'l)

a(s) = L a"K(sn)
"~l

fUr aIle s > °konvergiert mit lims~+o a(s) = c.
Speziell fUr Funktionen K, die durch Potenzreihen dargestellt werden,

beweisen wir

SATZ 3. Es sei K(s) = L;~1 Cke-Sk mit Cl cI= °konvergent fur s > 0, und
es sei heine auf(O, 00) positive, stetige Funktion. Ferner seien Wn (n = 1,2,...)
positive Zahlen mit

lim Wi/II ~ I.
11-' ~ n

(2)
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Dann gibt es eine Reihe L an mil

und

u(s) I a"K(sn)
n,,·1

lim -~-
n-'Y l1'n

O(I1(s» (s --~ -;-0)

CfJ.

Satz 3 zeigt also, daB es fUr Reihen, die mit beliebiger Konvergenz
geschwindigkeit K-summierbar sind, keine eigentliche Wachstumsbeschran
kung gibt, sondern daB eine Einschrankung der Gr6Benordnung zulassiger an
lediglich durch die Bedingung limn~x i an 1

1/" ~ 1 wegen der Konvergenz
von L:~l K(sn) gegeben ist.

Zum Beweis von Satz 2 und 3 benutzen wir als wesentliches Hilfsmittel

SATZ 4. Es sei 0 = '\ < Al < A2 < ... < An -+ 00 (n -+ 00) mit A"+l 
A" ;:?c q > °und L:~l 1/An c= 00. Dann gibt es zu jeder auf (0, 00) stetigen
Funktion f, fur die lims-oxJ(s) existiert, und zu jeder auf (0, 00) positiven,
stetigen Funktion 11 mit lim,hOJ l1(s) > 0 eine fur aile s > °absolut konvergente
Dirichletsche Reihe L::~o a"e- SAn mit

I f(s) - I a"e- SAn I < h(s) (s > 0).
1/={)

ht lims~oof(s) = 0, so kann l1ierbei ao = 0 gewiihlt werden.

Ein solcher Approximationssatz wurde fUr ganze Dirichletsche Reihen
in [3] und fUr Dirichletsche Reihen, die in einer Halbebene konvergieren, in
[2, S. 17] hergeleitet.

Beweis von Satz 2. Gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2 die
Behauptung (1) nicht, dann k6nnen wir zu beliebigen Zahlen 1', EO (0, I)
(i = 1, 2, ...) mit " -+ 1 (i -+ 00) natiirliche Zahlen n, so bestimmen, daB

r~J)i,

fUr i == I, 2, ... ist.
Hierbei diirfen wir die ni als so schnell wachsend wahlen, daB gilt

(3)

(4)
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=~ 0

(n = ni , i == 1,2,...)

(n # ni , i == 1, 2'00 .).
(5)

Flir diese Koeffizienten dn gilt daher rrmn~ro I dn II/An ~ 1. Die Reihe f(s) =

L~~o dne- sAn konvergiert somit flir s > O. Wegen (4) existiert nach Satz 4
eine flir s > 0 konvergente Dirichletsche Reihe B(s) = Ll<n"'n,<i~I.2 .. 00) bne-SAn

mit

f(s) - B(s) = O(h(s»

so daB wir flir die Dirichletsche Reihe

(s --+ +0), (6)

ex;

A(s) = f(s) - B(s) = I ane- SAn

n=()

(7)

nach (6) die Abschatzung A(s) = O(h(s)) (s -~ +0) erhalten. Aus (3), (5),
und (7) folgt jedoch

sup: kna" ! ;? sup i k"Pni I = sup I knidni I
n i i

::;~ sup rAn,d = sup n· = Cf)
- t ni . 1 ,

i I

was der vorausgesetzten Beschranktheit der Folge (knan) widerspricht.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Zum Beweis von Satz 3 benutzen wir die folgenden beiden Hilfssatze.

LEMMA (a). Konvergieren die Potenzreihen L:~d bnxn und L~~1 cnxn mit
c1 # 0 fur I x I < 1, dann gilt fur die sich eindeutig aus der Beziehung

bn = I cdanid (n == 1,2'00')
d/n

(8)

ergebenden Koefjizienten an' dajJ die Potenzreihe L:~1 anxn ebenfalls fur
I x I < 1 konvergiert.

Beweis. Die an ergeben sich nach (8) eindeutig aus den bn unc Cn , wie
unmittelbar aus

(9)
d>l,d/n

wegen Cl # 0 durch Induktion nach n folgt.
Zum Beweis der Konvergenz von L anxn fUr I x I < 1 bilden wir flir

jedes r E (0, 1) die Werte

und M n = max Ai
t~l~n

(n = 1,2"00)'
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Durch Multiplikation mit r"-il erhalten wir aus (9)

I bn +1 r n -n
d>l,d/n I

i Cd 1''' l--(IH-lljd

n-j-l

:-...::; ! bn '1: I'M! -+- M nr(n e
!I/2 L :('i I·

i=1

(10)

Da r(n+11/2 'L~:Il I Ci I mit n ---+ 00 gegen 0 strebt, wie leicht aus lim n _ oo

I en IIln ~ I folgt, so ergibt sich aus (l0)

fUr hinreichend groI3e n und somit bei Beachtung von Mn+l = max(A n +1' Mn )

hieraus die Abschatzung

Daher ist Mn+l - M n ~ i bn+1 Iii ('1 l 1'''+1 fUr hinreichend groBe n, woraus
die Beschriinktheit der M n und damit auch die Beschriinktheit der An =

I an I rn fUr aIle I' E(0, 1) folgt, so daB die Reihe 'L:~I anxn fUr i x I < I
konvergiert. Damit ist Lemma (a) bewiesen.

Aus Satz 4 und Lemma (a) folgern wir

LEMMA (b). 1st K(s) = 'L~~I CkIF'/. mit ('1 ~ 0 konvergent fur s > 0,
dann gibt es zu jeder auf (0, 00) stetigen Funktion f mit lims_ oo f(s) = 0 und
zu jeder auf (0, 00) positiven, stetigen Funktion h mit lim,_,; h(s) > 0 eine fur
s > 0 konvergente Reihe u(s) = 'L:d anK(sn) mit

I f(s) - u(s)' < h(s) (s > 0).

Beweis. Nach Satz 4 existiert unter obigen Voraussetzungen eine fUr
s > 0 konvergente Potenzreihe pes) = 'L:~I bne- sn mit: f(s) - P(s)) < h(s)
(s > 0). Fur die Koeffizienten an , die sich nach Lemma (a), (8) aus den b n

und Cn ergeben, konvergiert 'L:d ane- m und somit auch die Reihe u(s) =

'L:~l anK(sn) fUr s > 0, woraus

L L Cda" 'de-'" = pes)
11=1 d.in

fUr s > 0 folgt, so daB sich I f(s) - u(s)1 < Ii(s) (s > 0) ergibt, womit
Lemma (b) bewiesen ist.
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Beweis zu Satz 3. Wir setzen

(n gerade)

(n ungerade).
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Aus (2) folgt daher limn~oo I dn Il/n :s; I. Zu der fUr s > 0 konvergenten
Reihe f(s) = L:~l dnK(sn) gibt es nach Lemma (b) eine fUr s > 0 kon
vergente Reihe g(s) = L:~l qnK(sn) mit

f(s/2) - g(s) = O(h(s/2))

Daher erhalten wir fUr die Reihe

(s -+ +0). (11)

a(s) = f(s) - g(2s) = 2: [dnK(sn) - qnK(s2n)]
n~l

2: anK(sn)
rt=l

nach (11) die AbscMtzung a(s) = O(h(s)) (s -+ +0). Da an = dn = nWn
fUr ungerade n ist, so folgt rrmn~oo I an !/wn = 00. Damit ist Satz 3 bewiesen.
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